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ANALIZISI.

Nullarol felzarkoztato tanulasi jegyzet

Sorozatok « konvergencia ¢ e-N definicid « korlatossag » monotonitds  hatarértékek « trigonometriai
alapok
Ezt jegyezd meg - Hogyan hasznald ezt a jegyzetet

A f6szoveg az egyetemi anyagot vezeti végig. A kék ,Mit jelent ez?” dobozok hétkéznapi nyelvre
forditanak; a lila ,,Jelmagyardzat” dobozok minden uj jelet kibontanak; a z6ld példak végigvezetnek
a szamolason; a piros dobozok a tipikus hibakat mutatjak. Ha egy képlet elsére idegen, ne ugord at
a jelmagyarazatot.

Verzio: AN1-20260912-R5 » Datum: 2026-09-12 « Forras: az els0 analizisorak R1-R7 jel0lésti kézirasos
jegyzetei.

0. Matematikai nyelv: hogyan olvass képleteket?

Az analizisben sokszor nem maga a szamoldas a legnehezebb, hanem a jelolések olvasasa. Ezért
el6szor 1étrehozunk egy kozos ,,szétarat”.

0.1. Latin bet(ik, indexek és fels6 indexek
Mit jelent ez? - Mi az index?
Az a, jelolésben az ,a” a sorozat neve, az alsé n pedig megmondja, hanyadik tagrol beszélunk. a; az
elsé tag, a; a masodik, a;o a tizedik. Az n altalaban pozitiv egész szam.

a,=1/n
Jelmagyarazat - A képlet jelei

a: a sorozat neve ¢ n: index: a tag sorszama, neN ¢ a,: az n-edik tag  1/n: az n-edik tag kiszamitasi
szabdlya

Gyakori hiba - Alsé index +/szorzas

an nem azt jelenti, hogy a-n. Az als6 index cimke/sorszam. Ezzel szemben a-n valéban szorzas.

Mit jelent ez? - Fels6 index

A fels6 index legtobbszor hatvany: n>=n-n, q» pedig q 6nmagaval vett n-szeres szorzata. Kivétel
lehet példdul sin?x, ami (sin x)*t jelent.
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0.2. Halmazjelek és logikai jelek

Jel Olvasd igy Jelentés

N természetes szamok 1,2,3,...; ebben a jegyzetben az
indexek halmaza

VA egész szamok ..,—2,—1,0,1,2,...

R valos szamok a szamegyenes szamai

€ eleme neN: n természetes szam

v minden ¥n: minden n-re

3 létezik iN: van olyan N

= kovetkezik bal oldalbol kovetkezik a jobb

= akkor és csak akkor a két allitas ekvivalens

| x| x abszolutértéke X tdvolsaga 0-t6l

0.3. Gorog betlik - mini szotar

A gorog betlik nem ,kulonleges szamok”: ugyanugy valtozok vagy rogzitett jelolések, mint az x vagy

az n. A jelentésiiket mindig a kornyezet adja.

Jel Név / kiejtés
€ epszilon

I pi

a alfa

A delta

z nagy szigma
o kis szigma

u mi/,mu”

Ezt jegyezd meg - A jel jelentése nem orok

Gyakori szerep
kicsi pozitiv
hibahatar/pontossag

korallandd =3,14159

szog vagy paraméter

valtozas/kiulonbség

0sszegzés

szOras vagy paraméter

atlag vagy paraméter

Ebben a jegyzetben

a konvergencia
definicidjanak
pontossaga
radidnmeérés,
trigonometria

altalanos szog
hattérjelolés; pl. Ax = x
) — xrégi
hattérjelolés; késébbi
sorokndl gyakori
ebben az
anyagrészben még
nincs kozponti szerepe

ebben az
anyagrészben még
nincs kozponti szerepe

Ugyanaz a betll mas targyban mast jelenthet. A p statisztikaban gyakran varhato érték/atlag,
fizikdban més mennyiséget is jel6lhet. Mindig azt nézd, hogyan definidlja az adott fejezet.
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1. Sorozatok - végtelen, sorszamozott szamlistak [R1-SOR-01,
R6-SOR-01]

Mit jelent ez? - Mi a sorozat?
Képzelj el egy végtelen tablazatot: az els6 oszlopban 1,2,3,... 4ll, a masodikban pedig minden
sorszamhoz egy szamot rendeltink. A hozzarendelési szabdly maga a sorozat.

a:N->R, npa,
Jelmagyarazat - A képlet jelei
a: a sorozat neve * N: az indexek halmaza * R: a lehetséges értékek halmaza * n: a tag sorszama ® a,:

az n-edik tag

1.1. Explicit megadas
Explicit képletnél kozvetlenil behelyettesitjik n értékét.

a, = (3n+1)/(n+2)
Példa - Az els6 négy tag
n=1: a;=(3-1+1)/(1+2)=4/3. n=2: a,=7/4. n=3: az=10/5=2. n=4: a,=13/6. A behelyettesitésnél az n
minden el6forduldsat ugyanazzal a sorszammal cseréljuk.

1.2. Rekurziv megadas
Rekurziv szabdlyndl az uj tagot egy kordbbi tagbdl szamoljuk. Ehhez kezd6érték is kell.

ay=1, a =(+2)2

Jelmagyarazat - A képlet jelei
ai: kezddtag * an: aktudlis tag * an+1: kovetkez6 tag » n+1: az n utani index

Példa - Rekurzio 1épésrol 1épésre
a;=1. Ezutan a,=(1+2)/2=1,5. Majd asz=(1,5+2)/2=1,75. A szabalyt mindig az el6z6 tagra alkalmazzuk.

Gyakori hiba - A sorozat nem egyetlen szam
Az (an) az egész sorozatot jelenti, az a, pedig egy altalanos tagot. A kett6t ne keverd 0ssze.

1.3. Viselkedés: mit figyeliink?
e Kozelednek-e a tagok egy szamhoz? — konvergencia.
e Elszallnak-e egyre nagyobb pozitiv/negativ értékek felé? — végtelenhez tartas.

e Valtakoznak vagy oszcillalnak? — lehet, hogy nincs hatarérték.
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e Mindig nének vagy mindig csokkennek? — monotonitas.
e Benne maradnak-e egy rogzitett intervallumban? — Korlatossag.
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2. Hatarérték és konvergencia - mit jelent, hogy , oda tart”?
[R1-KONV-01, R2-KONV-01, R5-KONV-01]

A hétkoznapi ,,egyre kozelebb keriil” mondatot az analizis pontos definiciéva alakitja. A 1ényeg:
barmilyen szigoru pontossagot kérsz, egy pont utdn minden tag teljesiti.

aa>A © Ve>0 dNeN Vn2N: |a,—Al<e

Jelmagyarazat - A képlet jelei
an: a sorozat n-edik tagja « A: a feltételezett hatarérték « e: epszilon: tetsz6leges pozitiv hibahatar e
N: kiiszobindex *» n=N: csak a sorozat elég kés6i tagjait nézziik » |a,—A|: an tdvolsdga A-tol

Mit jelent ez? - A definici6 emberi nyelven

Te mondasz egy >0 pontossdgot. Nekem erre kell taldlnom egy N sorszamot. Ha ezutan barmely
n=N indexet valasztod, az a, tag mar A-tdl e-ndal kisebb tavolsagra lesz. Nem elég néhany tag: N
utan mindegyiknek bent kell maradnia.

2.1. Miért abszolatérték?
la—A|<e © A-e<a,<A+e

Mit jelent ez? - e-kérnyezet
Az abszolutérték azt mondja, hogy a, az A koruli (A—e, A+eg) intervallumban van. Nem szamit,
balrol vagy jobbrol kozelit.

2.2. Az N fligghet e-tol

Minél kisebb e-t kériink, altalaban anndl késébb kell menntink a sorozatban. Ezért irjuk gyakran N(g)-
nak.

Példa - 1/n - 0 konkrét szamokkal
Ha €=0,1, akkor 1/n<0,1-hez n>10 kell, tehat N=11 j6. Ha €=0,001, akkor n>1000 kell, tehat N=1001 jo.
A szigorubb pontossdghoz nagyobb N tartozik.

2.3. Bizonyitasi recept e-N mdédszerrel

e 1.Irdfelacélt: |an—A|<e.

e 2. Algebrailag alakitsd at ugy, hogy n-re kapj feltételt.

e 3.Valassz egy természetes N(g)-t, amely biztosan teljesiti ezt.

e 4 Forditsd vissza: n=N esetén valoban kovetkezzen |a,—A|<e.
5. Mondd ki: mivel ez minden e>0-ra mikodik, an—A.
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2.4. Végigvezetett példa: 1/n = 0 [R1-EN-02]
Im-0/=1/n<e¢
Pozitiv n és € mellett az 1/n<e egyenl6tlenségbdl n>1/e adddik. Olyan egész N kell, amely ennél
nagyobb.
N@E) =L1/el+1
Jelmagyarazat - A képlet jelei
[x]: x also egészrésze: a legnagyobb x-nél nem nagyobb egész ¢ N(¢g): e-tol fliggd kiiszobindex

Példa - Ellenérzés
Ha n=N(¢)=[1/e]+1, akkor n>1/e. Pozitiv szamok reciprokanal az egyenl6tlenség iranya megfordul:
1/n<e. Ez pontosan a definicidban kért feltétel.

Gyakori hiba - N nem lehet valos tetszéleges szam
N index, ezért természetes szamnak kell lennie. Ha a szamolasbol példaul n>12,3 jon ki, N=13 jo
valasztas.
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3. Tovabbi e-N példak - a modszer begyakorlasa

3.1. an = 1/n%> = 0 [R2-EN-01]
I/ <e & n?>1/e © n>1//e
N(e)=L1/el+1
Jelmagyarazat - A képlet jelei
Ve: epszilon négyzetgyoke ¢ n%: n-n ¢ 1/n* a sorozat n-edik tagja

Példa - €=0,01
v0,01=0,1, ezért 1/Ve=10. N=11 valasztassal minden n=11 esetén 1/n?<1/121<0,01.

3.2. an=(3n+1)/(n+2) = 3 [R2-EN-03]

El6szor nem taldlgatjuk N-et, hanem kiszamitjuk a hatarértékt6l valo tavolsagot.
|(3n+1)/(n+2) — 3| = 5/(n+2)
A cél 5/(n+2)<e. Ebb6] n+2>5/¢, vagyis n>5/e—2.
N(e)=max{1, L5/e-21+1}
Jelmagyarazat - A képlet jelei

max{...}: a felsorolt szdmok kozil a nagyobb ¢ 3: a bizonyitando6 hatarérték « 5/(n+2): a tényleges
hiba nagysaga

Példa - €=0,1
5/e—2=50—2=48, ezért N=49 j6. Ha n=49, akkor 5/(n+2)<5/51=0,098<0,1.

Gyakori hiba - A hatarérték és a sorozattag osszekeverése

A=3 nem azt jelenti, hogy a sorozat valamelyik ponttol pontosan 3 lesz. Csak azt, hogy tetszdlegesen
kozel keril 3-hoz.

3.3. Altalanos minta: 1/n* = 0, k>0
Imk<e © n>1/eN1/k)

Itt k egy rogzitett pozitiv valds szam. Ha k=2, négyzetgyok; ha k=3, kobgyok jelenik meg.
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4. Korlatossag és monotonitas [R1-KORL-01, R5-KORL-01, Ré6-
MON-01]

4.1. Korlatossag
Mit jelent ez? - Korlatos sorozat

A sorozat tagjai nem tudnak tetszélegesen messz elszokni. Van egy rogzitett , kerités”, amely
minden tagot bent tart.

dK>0 VneN: |a,| <K

Jelmagyarazat - A képlet jelei

K: egy rogzitett pozitiv korlat » Vn: minden indexre ¢ |an | <K: a, a [-K,K] intervallumban van

Példa - (-1)" korlatos
A tagok csak —1 és 1 lehetnek. Ezért |an|=1, igy példaul K=1 megfeleld korlat. Fontos: attdl, hogy
korlatos, még nem konvergens.

4.2. Monotonitas
novekvl: a4 2a,  csokkend: anyy < a,

Mit jelent ez? - Monoton

A monoton sorozat egy iranyban halad: nem fordul vissza. A ,,monoton névekv6” megengedi az
egyenl6séget; a ,,szigoruan novekv6” minden lépésben valddi novekedést kér.

4.3. Hogyan vizsgaljuk?
Gyakori mddszer az an+1—an eléjelének vizsgalata. Ha mindig pozitiv, a sorozat szigoruan novekvo.
a, =n/(n+1)
ap—a = (n+1)/(n+2) — n/(n+1) = 1/(n+1)(n+2)) > 0
Jelmagyarazat - A képlet jelei
an+1: a kovetkez6 tag » >0: a killonbség pozitiv, tehat a kovetkez6 tag nagyobb

Példa - Korlat is van

n/(n+1)<1 minden pozitiv n-re, tehat a sorozat feltlrdl korlatos 1-gyel. Novekvo + felulrél korlatos:
ez mdar a monoton konvergencia tétel helyzete.
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4.4. Monoton konvergencia tétel
Ezt jegyezd meg - Kulcstétel

Minden monoton novekvo és feliilrdl korlatos valds sorozat konvergens. Minden monoton
csokkend és alulrol korlatos valds sorozat konvergens.

Gyakori hiba - A feltételek koziil egyik sem hagyhato el

Az a,=n novekvd, de nem feliilr6l korlatos, ezért nem konvergens valds szamhoz. A (-1)" korlatos, de
nem monoton, és nem konvergens.
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5. Hatarérték-szamitasi szabalyok [R2-HAT-01, R7-HAT-01]
Ha mar tudjuk két sorozat hatarértékét, sok dsszetett kifejezés hatarértéke algebrai szabalyokkal
kiszamithato.
a,~A, b,»B = a,+b,~»A+B, a,b,—»AB
ay/b, —» A/B, ha B#0 és b, végiil nem nulla
Jelmagyarazat - A képlet jelei

b.: egy masik sorozat n-edik tagja ¢ B: b, hatarértéke » végil: egy bizonyos indextdl kezdve minden
tovabbi tagra

Gyakori hiba - 0-val osztas

A hanyados szabalydt nem haszndlhatjuk automatikusan, ha a nevez6 hatarértéke 0. Ilyenkor
kulon elemzés kell.

5.1. Racionalis kifejezések

Polinomok hanyadosandl az n legmagasabb hatvanyaval valo osztds teszi lathatéva a dominans
tagokat.

(2n?-5n+1)/(70%+3) = (2—-5/n+1/n2)/(74+3/m%) - 2/7
Mit jelent ez? - Dominans tag

Nagy n mellett az n? sokkal gyorsabban nd, mint n vagy 1. Ezért a legmagasabb foku tagok
egyutthatoi hatdrozzdk meg a hatarértéket, ha a fokszam azonos.

5.2. Végtelenhez tartas
Mit jelent ez? - a,—+
Ez nem valos hatarérték. Azt jelenti: barmilyen nagy M>0 szamot mondasz, a sorozat egy pont utan
minden taggal M folott lesz.

a,»+o0 & YM>0 AN Vn2N : a,>M
Jelmagyarazat - A képlet jelei

M: tetsz6legesen nagy pozitiv kiiszob ¢ +: pozitiv végtelen; nem valos szam

Példa - vn - +o
Ha vn>M-et akarunk, négyzetre emelve n>M?2. Valaszthatunk N=|M?|+1-et.

AN1-20260912-R5 | oldal 10/ 36 | ChatGPT altal szerkesztett tanulasi jegyzet



Analizis I. - nullardl felzdrkoztatd jegyzet | AN1-20260912-R5 | 2026-09-12

6. Rendoérelv és becslések [R7-HAT-03]

Mit jelent ez? - Kozrefogasi tétel
Ha a vizsgalt sorozat két olyan sorozat kozé szorul, amelyek ugyanoda tartanak, akkor 6 sem tud
mashova menni.

b,<a,<c, b~L, ¢c,~oL = a,»L

Jelmagyarazat - A képlet jelei
bn: alsé becsl6 sorozat ¢ an: vizsgdlt sorozat ¢ cn: fels6 becsld sorozat « L: kozos hatarérték

6.1. Példa:sinn/n—0

A szinusz értéke mindig —1 és 1 k6zott van. Ezért |sinn| <1.
[sinn/n<1/n->0
Példa - Mi tortént?
Nem probaltuk kiszamolni sin n viselkedését, mert az oszcillal. Helyette a teljes tort abszolutértékét
egy egyszeribb, 0-hoz tarto sorozattal becsultik.

Gyakori hiba - A sin n argumentuma radian
Analizisben, ha nincs fokjel, n radidnt jelent. A becsléshez ez nem gond, mert |sin x| =1 minden
valos x-re.
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7. Hatvanyok és geometriai sorozatok [R5-GEO-01, Ré6-
GEO-01]

A g~ alaku sorozatok viselkedése attdl fligg, milyen messze van q a 0-tol és az 1-t6l.

q feltétele q~ viselkedése Példa
lql<1 q"—0 (2/3)7-0
q: 1 ql’l: 1 1Il: 1

q> 1 qr—+o0 2N—5+c0
q=—1 véaltakozik, nincs hatarérték (=Dm
g<—1 el6jel valtakozik és |q"| n6 (=2)n

7.1. Példa: 3"/(2"+3")
3%(2"+3") = 1/((2/3)"+1) —» 1
Mit jelent ez? - Miért osztunk 3»-nel?

A nevezdben 3" a gyorsabban novekvd exponencidlis tag. Osztas utan megjelenik (2/3)~, amely 0-
hoz tart.

7.2. Nevezetes exponencialis hatarértékek
(1+1/m)*>e

Jelmagyarazat - A képlet jelei
e: Euler-szam, kb. 2,71828 « n: pozitiv egész index » —: hatarértékben tart

Az e az analizis egyik alapallandoja. A késébbi exponencidlis és logaritmikus fliggvényeknél kozponti
szerepe lesz.
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8. Trigonometria az analizishez - az alapoktol [R3-
TRIG-01..05, R4-TRIG-01..04]

8.1. Fok és radian
Mit jelent ez? - Mi a radian?
Aradidn szogmérték, amely a koriv hosszat a sugarhoz viszonyitja. Egy teljes kor 2mt radian, fél kor
nt radian.

360° =2mrad, 180°=m, 90°=mn/2
Jelmagyarazat - A képlet jelei
7t pi, kb. 3,14159 « rad: radian roviditése e °: fokjel

Fok Radian
30° 71/6

45° /4

60° /3

90° T1/2
180° m

360° 27

8.2. Egységkor
P(a) = (cos a, sin o)
Jelmagyarazat - A képlet jelei

a: alfa: a vizsgalt szog » P(a): az egységkor a szoghoz tartozo pontja * cos a: a pont x-koordinataja »
sin a: a pont y-koordinataja

Mit jelent ez? - Miért jo az egységkor?
Egyetlen abrabdl leolvashaté a szinusz és koszinusz el6jele, periodusa és sok nevezetes értéke. A
kor sugara 1, ezért a koordinatak kozvetlenil cos a és sin a.

8.3. Tangens
tano=sina/coso, hacoso#0

Gyakori hiba - A tangens nem mindenhol értelmezett
Ha cos a=0, akkor a képlet nevezgje 0 lenne. Ezért példaul a=m/2+km helyeken a tangens nem
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értelmezett.
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9. Trigonometriai azonossagok és egyenletek

9.1. Pitagoraszi azonossag

sin?x + cos?x = 1
Jelmagyarazat - A képlet jelei

X: tetsz6leges valds szog radidnban e sinx: (sin x)? ¢ cos?x: (cos x)?

Mit jelent ez? - Honnan jon?

Az egységkor pontja (cos X, sin X), és a kor egyenlete X2+Y?=1. Behelyettesitve pontosan
sin’x+cos?x=1.

9.2. Osszeg- és kiilonbségképletek

sin(X+y)=sin X cos y + cos X sin y
cos(X+y)=cos X cos y —sin X sin y
Ezt jegyezd meg - El6jelek

Szinusznal az 6sszegképletben ugyanaz az elGjel jelenik meg, koszinusznal az el6jel ,,fordul”:
cos(x+y)-ban minusz van.

9.3. Redukcios képletek
sin(—x)=—sin X, COS(—X)=Co0Ss X
sin(;t—X)=sin X, Ccos(7T—X)=—CoS X
Mit jelent ez? - Paros és paratlan

A cos paros fuggvény: cos(—x)=cos X. A sin paratlan: sin(—x)=—sin x. Ez geometriailag az egységkor
tengelyes tikrozésébol latszik.

9.4. Alapegyenletek
sin X = 0 © x=kmn, keZ
cos X = 0 & x=n/2+kmn, keZ
tan x = tan o © x=0+km, keZ
Jelmagyarazat - A képlet jelei

k: tetsz6leges egész szadm ¢ krt: a periodusok felsoroldsdra szolgdl « Z: egész szamok halmaza

Gyakori hiba - Ne csak egy megoldast adj!
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Trigonometrikus egyenletnél dltaldban végtelen sok megoldds van. Ha a feladat nem korlatozza x
tartomanyat, a keZ paramétert is meg kell adni.
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10. Végigvezetett trigonometriai feladatok

10.1. 2sin’x-sin x-1=0 [R4-TRIG-03]
A kifejezés a sin x-ben mdsodfoku. Ezért ideiglenesen uj valtozdt vezetiink be.
y =sin x
Jelmagyarazat - A képlet jelei
y: segédvaltozo; csak a szamolas egyszertisitésére » X: az eredeti ismeretlen szog

2y2-y—1 = 2y+1)(y-1)=0
Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezd 0: y=—1/2 vagy y=1. Most visszahelyettesitiink.
sin x=1 vagy sin x=—1/2
Példa - Teljes megoldas
sin x=1 = x=m/2+2kn. sin x=—1/2 = x=71/6+2kn vagy x=11m/6+2kn. Mindenhol keZ.

10.2. cos x(2sin x+1)=0 [R4-TRIG-04]
A szorzat 0, ha cos x=0 vagy 2sin x+1=0.
cos x=0 = x=n/2+kn
sin x=—1/2 = x=Tn/6+2kxn vagy 117/6+2kn
Gyakori hiba - Szorzat = 0

Nem szabad a két tényezé6t egyszerre 0-nak kovetelni. E1ég, ha barmelyik tényezo 0; ezért ,vagy”
kapcsolat van.
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11. Hibalista és pontositasok az eredeti kézirasos anyaghoz

A forrasfotok tobb helyen roviditettek, athuzottak vagy perspektivikusan torzak. Az alabbi lista azt
rogziti, milyen pontokat kell a tanulhato valtozatban egyértelmtiien kezelni.

Gyakori hiba - Konvergencia definicio
A kvantorok sorrendje 1ényeges: Ve>0 utdn IN, majd Vn=N. N fliigghet e-tol, de n-t6l mar nem.

Gyakori hiba - Korlatossag
A ,konvergens = korlatos” igaz, de a forditott allitds hamis. Példa: (—1)~ korlatos, mégsem
konvergens.

Gyakori hiba - Monotonitas
A monoton + megfeleld oldali korlat egytitt garantal konvergenciat; 6nmagdban a monotonitas
nem.

Gyakori hiba - Hanyados hatarértéke

A nevez6 hatarértéke nem lehet 0 a kozvetlen hanyadosszabdly alkalmazdsahoz.

Gyakori hiba - Tangens
tan x=sin x/cos x csak cos x50 mellett értelmezett.

Gyakori hiba - Radian
Analizisben fokjel nélkil a trigonometrikus argumentum radidnban értendo.

Gyakori hiba - « jel
A +o0 és —oo nem valos szamok; a ,hatarérték = «” kilon, kiterjesztett értelemben vett allitas.
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12. Megoldott feladatsor - fokozatos gyakorlas

12.1. Sorozat elso tagjai
Példa - Feladat
an=(2n—1)/(n+1). Ird ki az els6 négy tagot.

Megoldas menete:

a1=1/2, a2=3/3=1, az=5/4, a»=7/5. A modszer: n helyére rendre 1,2,3,4 kerul.

12.2. Konvergencia sejtése
Példa - Feladat
an=(5n+2)/(n+3). Mi lehet a hatarérték?

Megoldas menete:

Osszunk n-nel: (5+2/n)/(1+3/n)-5. A sejtett és tényleges hatarérték 5.

12.3. e-N bizonyitas
Példa - Feladat
Bizonyitsd: 2/n—0.

Megoldas menete:
| 2/n| <€ akkor teljesiil, ha n>2/e. Valaszthaté N(e)=|2/e]+1.

Ezt jegyezd meg - Mi a mddszer lényege?

Ne a kész képletet probald megjegyezni. E16szor azonositsd a tipust, majd valaszd a hozza ill6
eszkozt: e-N atalakitds, legmagasabb hatvannyal osztas, becslés, vagy trigonometrikus
alapmegoldas.

12.4. -N racionalis
Példa - Feladat
Bizonyitsd: (4n—1)/(n+2)—4.

Megoldas menete:
| (An—1)/(n+2)—4|=9/(n+2). E1ég n>9/e—2. Példdul N=max{1,|9/e—2]+1}.
Ezt jegyezd meg - Mi a moédszer lényege?

Ne a kész képletet probald megjegyezni. E16szor azonositsd a tipust, majd valaszd a hozza ill§
eszkozt: e-N atalakitas, legmagasabb hatvannyal osztas, becslés, vagy trigonometrikus
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alapmegoldas.

12.5. Monotonitas
Példa - Feladat

Vizsgald a,=1—1/n monotonitasat.

Megoldas menete:

ans1i—an=(1-1/(n+1))—(1-1/n)=1/n—1/(n+1)=1/[n(n+1)]>0, tehdt szigorian novekva.

12.6. Korlatossag
Példa - Feladat

Korlatos-e a,=n/(n+1)?

Megoldas menete:

Igen. 0<an<1 minden n=1-re, tehat példaul K=1 abszolut korlat.

12.7. Racionalis hatarérték
Példa - Feladat
lim (7n%+2n—1)/(3n2+5).

Megoldas menete:
Osszunk n*-tel: (7+2/n—1/n?)/(3+5/n%)-7/3.
Ezt jegyezd meg - Mi a modszer lényege?
Ne a kész képletet probald megjegyezni. E16szor azonositsd a tipust, majd valaszd a hozza ill6

eszkozt: e-N atalakitas, legmagasabb hatvannyal osztds, becslés, vagy trigonometrikus
alapmegoldas.

12.8. Fokszamok
Példa - Feladat
lim (2n+1)/(n+4).

Megoldas menete:
Osszunk n?-tel: (2/n+1/n?)/(1+4/n%)-0.

12.9. Geometriai
Példa - Feladat
lim (4n+2n)/(4n—1).
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Megoldas menete:
Osszunk 4r-nel: [1+(1/2)"]/[1—1/4r]-1.
Ezt jegyezd meg - Mi a mddszer lényege?
Ne a kész képletet probald megjegyezni. E16szor azonositsd a tipust, majd valaszd a hozz4 ill§

eszkozt: e-N atalakitas, legmagasabb hatvannyal osztas, becslés, vagy trigonometrikus
alapmegoldas.

12.10. Rendoérelv
Példa - Feladat

Mutasd meg: cos n / n* =0.

Megoldas menete:

| cos n/n?| =1/n?-0, ezért a kozrefogdsi tétel szerint a hatarérték 0.

12.11. Radianvaltas
Példa - Feladat
Alakitsd radidanba: 150°.

Megoldas menete:

150°-11/180°=571/6.

12.12. Nevezetes érték
Példa - Feladat

Szamitsd ki sin(57m/6) és cos(5m/6) értékét.

Megoldas menete:

51/6=m1—71/6. Ezért sin(5m/6)=sin(m/6)=1/2, cos(5m/6)=—cos(1/6)=—V3/2.

12.13. Trig egyenlet
Példa - Feladat
0ldd meg: sin x=v3/2.

Megoldas menete:
Alapszog m/3. Megoldasok: x=m/3+2kn vagy x=2m/3+2km, keZ.
Ezt jegyezd meg - Mi a mddszer lényege?

Ne a kész képletet probald megjegyezni. E16szor azonositsd a tipust, majd valaszd a hozza ill6
eszkozt: e-N atalakitas, legmagasabb hatvannyal osztas, becslés, vagy trigonometrikus
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alapmegoldas.

12.14. Trig faktorizalas
Példa - Feladat

Oldd meg: 2sin x cos x=0.
Megoldas menete:
Szorzat 0: sin x=0 vagy cos x=0. Egyesitve x=Kkr1/2, KEZ.

12.15. Osszetett hatarérték
Példa - Feladat
lim [(3n+1)/(n+2)]-[(n—1)/n].

Megoldas menete:

Az els6 tényez6 —3, a masodik —1. Szorzatszabdllyal a hatarérték 3.
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13. Onallé feladatok - megoldas nélkiil

Ezeket érdemes papiron megoldani. Ha elkésziiltél, a megoldasaidat késébb 6ssze lehet vetni a
definiciokkal és modszerekkel.

Ird ki an,=(n+2)/(2n+1) elsd 6t tagjat.

Sejtsd meg, majd szamitsd ki lim (6n—1)/(2n+5).
Bizonyitsd e-N definiciobol, hogy 3/n—0.
Bizonyitsd, hogy 1/n3-0, és adj meg N(e)-t.

1.
2.
3.
4,
5. Vizsgald az a,=n/(n+2) monotonitasat és korlatossagat.
6. Korlatos-e (—1)~n? Konvergens-e?

7. Szamitsd ki lim (5n*—n+7)/(2n?+4n).

8. Szamitsd ki lim (3n+1)/(n?+1).

9. Szamitsd ki lim (2r+1)/(57+3).

10. Mutasd meg rendérelvvel, hogy sin(2n)/n-0.

11. Alakitsd radidnba: 15°, 120°, 225°, 330°.

12. Alakitsd fokba: /12, 3mt/4, 711/6, 1111/6.

13. Szamitsd ki sin(77/6), cos(77t/6), tan(7m/6).

14. Oldd meg: sin x=1/2.

15. Oldd meg: cos x=—v2/2.

16. Oldd meg: tan x=1.

17. Oldd meg: 2cos*x—1=0.

18. Oldd meg: sin x(2cos x—1)=0.

19. Egyszertsitsd a sin?x+cos?x azonossag felhasznaldsaval: 1—sin?x.

20. Dontsd el, igaz vagy hamis: minden korlatos sorozat konvergens. Indokold.
21. Dontsd el, igaz vagy hamis: minden konvergens sorozat korlatos. Indokold.
22.Dontsd el, igaz vagy hamis: minden monoton novekvo sorozat konvergens.
23. Adj példat korlatos, de nem konvergens sorozatra.

24. Adj példat monoton, de nem korlatos sorozatra.

25. Magyarazd el sajat szavaiddal, mit jelent a Ve>0 3N rész.

26. €=0,02 mellett keress megfelel6 N-et az a,=1/n sorozathoz.

27. €=107* mellett keress megfelel6 N-et az a,=1/n? sorozathoz.

28. Szamitsd ki lim [(n+1)/(n+2)]>.

29. Szamitsd ki lim (1—1/n)», ha ismered a nevezetes hatarértéket.
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30. I'rj egy mondatot arrdl, mi a killonbség a ,hatarérték 0” és a ,,tag értéke 0” kozott.
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14. Jegyzetkivonat az eredeti R-jel6lésekkel

A korabbi reprodukcids képmelléklet helyett ez a fejezet gépelt, olvashatd kivonatot ad. A cél nem a
fotd kulalakjanak mdasolasa, hanem az eredeti 6rai gondolatmenet visszakereshet6 megorzése. A
kodok ugyanazt a témarészt jelolik, mint a fészévegben.

Referencia

R1-SOR-01

R1-KONV-01

R1-MON-01

R1-KORL-01

R2-EN-01

R2-EN-03

R2-HAT-01

R3-TRIG-01
R3-TRIG-02
R3-TRIG-03

R3-TRIG-04

R4-TRIG-01

R4-TRIG-03

R4-TRIG-04

R5-GEO-01

R6-MON-01

R7-HAT-01

Olvashatd tartalmi kivonat

Sorozat mint fiiggvény: a:N-R, n—a,. Példak:
1/n, (=D, (=)7/n.

Konvergencia: a,—A, ha minden €>0-hoz
talalhato N, amely utan |a,—A|<e.

Monotonitds: an<an+1 NOVekvl; an=an+1
csokkend.

Korlatossag: a tagok egy rogzitett
intervallumban maradnak.

e-N példa 1/n illetve 1/n? tipusu sorozatokra; N
az e-bol szamithato.

(3n+1)/(n+2)-3; a kiilénbség 5/(n+2), ebbdl N(g)
valaszthato.

Raciondlis sorozatok hatarértéke: a
legmagasabb n-hatvannyal osztas.

Fok-radian atvaltas; 180°=r.
Egységkor: P(a)=(cos a,sin a).

Nevezetes szogek: 30°,45°,60°,90° és megfeleld
radidanértékek.

Redukcios képletek és eldjelek az egységkor
alapjan.

Trigonometriai azonossagok: sin?x+cos?x=1,
0sszegképletek.

Masodfoku trigonometrikus egyenlet y=sin x
helyettesitéssel.

Szorzatta alakitds: cos x(2sin x+1)=0 tipusu
egyenlet.

Geometriai sorozat q~ viselkedése |q|<1, q=1, |
q|>1 esetekben.

Monoton + megfeleld oldali korlat =
konvergencia.

Hatarérték miiveleti szabdlyok 0sszegre,
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szorzatra, hanyadosra.

R7-HAT-03 Renddrelv: azonos hatarértéki alsé és felsd
becslés kozrefogja a vizsgalt sorozatot.
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15. Egyoldalas vizsga el6tti emlékezteto

Konvergencia: Ve>0 3N Vn=N: |a,—A|<e.

Konvergens sorozat mindig korlatos; korlatos sorozat nem feltétlentil konvergens.

Monoton novekv6 + felilrél korlatos = konvergens; csokkend + alulrdl korldtos = konvergens.
Racionadlis n-kifejezésnél oszd a legmagasabb n-hatvannyal.

|q| <1 esetén qn—0.

Renddrelv: két azonos hatarértékd becslés kozé szoritas.

180°=m radian; az egységkor pontja (cos X,sin X).

sin?x+cos?x=1.

Trigonometrikus egyenletnél az 6sszes periodikus megoldast add meg, keZ.

Ezt jegyezd meg - Ha elakadsz egy feladatban

1) Ird ki, mit jelentenek a jelek. 2) Azonositsd a feladattipust. 3) ird fel a hasznédlhat6 definiciét vagy
tételt. 4) Csak ezutdn szamolj. Az analizisben a pontos fogalmazdas a megoldas része.
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16. Az el6z0 orai jegyzetek teljes kiegészitése -
mélymagyarazatok

Ez a fejezet az R1-R7 orai jegyzetekbOl azokat a részleteket épiti vissza, amelyek a felzarkoztato
torzsanyagban csak roviden vagy egyaltalan nem szerepeltek. Ugyanazt a szabalyt koveti: 4j jelolés
csak magyardazattal jelenhet meg.

16.1. Felso és also korlat kiilon-kiilon [R1-KORL-01, R5-KORL-01, R6-KORL-01]
Mit jelent ez? - Nem ugyanaz a felsé korlat és a maximum

Az M fels6 korlat azt jelenti, hogy minden a,<M. Nem sziikséges, hogy a sorozat valamelyik tagja
pontosan M legyen. Példaul a,=n/(n+1) minden tagja 1-nél kisebb, mégis 1 felsd korlat.

feliilr6l korlatos: AMeR VneN: a,<M
alulrél korldtos: 3meR YneN: m<a,
Jelmagyarazat - A jelolések

M: egy felsd korlat » m: egy also korlat « 3: 1étezik » Vn: minden sorozatindexre

Példa - a,=1/n
M-=1 fels6 korlat, mert 1/n<1. m=0 als6 korlat, mert 1/n>0. A 0 nem tagja a sorozatnak, mégis also
korlat.

16.2. A konvergens sorozat korlatos - és miért nem igaz forditva?
Ezt jegyezd meg - Egyiranyu kovetkezmény
Ha a,—A, akkor (an) korlatos. Intuitivan: a sorozat farka A kézelében marad, az els6 véges sok tag
pedig szintén befoghato egy elég nagy korlatba.

Gyakori hiba - A megforditas hamis

Korlatos = konvergens NEM igaz. A (—1)" csak —1 és 1 kozott mozog, mégis 6rokké valtakozik, ezért
nincs egyetlen hatarértéke.

16.3. Abszolutérték és tavolsag - miért ilyen fontos?
[X| =X, ha x=20; [x| =—X, ha x<0

Mit jelent ez? - Geometriai értelmezés
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|x—A| az X és A pont tdvolsdga a szamegyenesen. Ezért a |a,—A | <e mondat pontosan azt jelenti,
hogy an az A koruli € sugaru kdrnyezetben van.

la,—Al<e © A-—e<a,<A+e
Gyakori hiba - Az abszolutérték nem zardjel

| —3]=3. Ha abszolutértékes egyenl6tlenséget bontasz fel, mindkét oldali tdvolsagot figyelembe kell
venni.

16.4. Egészrész, plafon és N valasztasa
Lx] = x als6 egészrésze, [x1=x fels6 egészrésze
Példa - x=4,7

[4,7]=4, mig [4,7]=5. Ha n>4,7 feltételt kell garantalnunk, N=5 j6. Ezért kényelmes az N=|kiiszob |+1
valasztas.

Gyakori hiba - Szigoru és nem szigoru egyenl6tlenség

Ha n>10 kell, N=10 nem elég, mert n=N=10 megengedett lenne. Ilyenkor N=11 biztos valasztas.

16.5. Hatarérték-miiveletek teljesebb listaja [R7-HAT-01]
a,—A, b,—»B = a,~b,»A-B
a—A = [ag|-]A]
ca,—CA (¢ rogzitett val6s szam)
Jelmagyarazat - A jelolések

c: rogzitett konstans, nem fiigg n-t6l » |A|: A abszolutértéke « A—B: a két hatarérték kilonbsége

Példa - Abszolutérték

Ha a,=(—1)"/n, akkor a,—0, és |a,|=1/n—0=|0]|. A szabaly azonban nem jelenti azt, hogy az
abszolutérték 'elhagyhatd’ tetsz6leges algebrai 1épésben.

16.6. Racionalis sorozatok: harom fokszam-eset [R2-HAT-01, R7-HAT-02]

Mit jelent ez? - Fokszam

A polinom fokszadma a legnagyobb kitevd. Példaul 3n?—5n+1 fokszama 2. Nagy n mellett a
legmagasabb hatvany dominal.
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azonos fok: (a n®+...)/(b n*+...) - a/b

szaml4lé kisebb fokd — 0
sz&ml4l6 nagyobb fokd — tipikusan oo, el§jelvizsgalattal
Példa - n® a szamlaléban

(n3+1)/(2n2+3) = (n+1/n?)/(2+3/n?). A szdmlal6 n miatt korlatlanul n6, a nevez§ 2-hoz tart, ezért az
egész +wo-hez tart.

16.7. Geometriai sorozat negativ q esetén [R5-GEO-01, R6-GEO-01]
Mit jelent ez? - Miért szamit |q|?

A |q| atagok nagysdganak valtozasat, q el6jele pedig az eldjelvaltast szabdlyozza. Ha —1<g<0, a
tagok valtakoznak, de nagysaguk 0-hoz csokken, tehat mégis konvergalnak 0-hoz.

-1<q<0 = q"-0
g=—-1 = q"=(-1)™ nincs hatarérték
g<—-1 = |q°—o0 és az elGjel valtakozik
Példa - q=—1/2

A tagok: —1/2, 1/4, —1/8, 1/16,... Az elbjel valtakozik, de a tavolsag 0-t6l felezddik, ezért a hatarérték
0.

16.8. Trigonometria: a nevezetes értékek teljes tablaja [R3-TRIG-03]

Sz0g 0 71/6 (30°) /4 (45°) /3 (60°)
sin 0 1/2 V2/2 V3/2

cos 1 V3/2 v2/2 1/2

tan 0 1/V3 1 V3

Mit jelent ez? - Honnan jonnek ezek?

A 30° és 60° értékek egy szabalyos haromszog felezéséhdl, a 45° értékek egy egyenlé szaru
derékszogl haromszoghdl vezethet6k le. Nem sziikséges vakon memorizalni: az egységkorrel és
ezekkel a haromszogekkel ujra el6allithatok.

16.9. Redukcios képletek teljesebb rendszere [R3-TRIG-04]
sin(m—x)=sin X,  cos(T—X)=—Ccos X
sin(;t+x)=-sin X, cos(7T+X)=—COs X
sin(—x)=-sin X,  cos(—X)=cos X
sin(st/2—x)=cos X, cos(n/2—X)=sin X
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tan(st+x)=tan x

Mit jelent ez? - Ne képlethalmazként tanuld

El6szoOr keresd meg az egységkoron, melyik negyedbe kertl a szog. Ez megadja az eldjelet. Utdana
nézd meg, hogy a tengelyek felcserélédnek-e; 7/2-es eltoladsnal a sin és cos szerepe gyakran
cserélédik.

16.10. Szinusz- és koszinuszegyenletek altalanos alakja [R3-TRIG-05]
sin X = sin o & x=0+2kn vagy x=m—o+2kmn
cos X =cos 0. & x=ta+2kmn
tan x = tan o © x=0+kw
Jelmagyarazat - A jelolések

a: egy ismert referenciaszog ¢ k: tetszéleges egész szam ¢ +a: a vagy —a ¢ 271 sin és cos periodusa ¢ m:
tan peridodusa

Példa - cos x=—v2/2

Az egységkordn ez 3m/4 és 5m/4. Irhat6 x=3m/4+2kn vagy x=5m/4+2km. A +a alak akkor a
legkényelmesebb, ha mar van egy a, amelyre cos a a kivant érték.
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17. Az el6z6 jegyzet megoldott feladatai - kibovitett
magyarazattal

17.1. Valtakozo, de konvergens
Példa - Feladat

an=(—1)"/n. Déntsd el a konvergenciat.

Megoldas: A (—1)~ csak az elGjelet valtja, a nagysag 1/n. Mivel |an|=1/n—0, ezért —1/n=<a,<1/n.
Mindkét szé€ls6 sorozat 0-hoz tart, tehat rend6relvvel a,—0.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A valtakozas onmagaban nem zdarja ki a konvergencidt. Az szamit, hogy az amplitudo csokken-e 0-
hoz.

17.2. &-N eltolassal
Példa - Feladat

Bizonyitsd: (5n—2)/(n+3)-5.

Megoldas: |(5n—2)/(n+3)—=5|=17/(n+3). A 17/(n+3)<¢ feltételbdl n>17/e—3. Valaszthato
N=max{1,]17/e—3|+1}.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

Az ,eltolas” azt jelenti, hogy n helyett n+3 van a nevez6ben; emiatt a kiiszobbdl 3-at levonunk.

17.3. Csokkené sorozat
Példa - Feladat

Vizsgald a,=1/n monotonitasat.

Megoldas: an+1—an=1/(n+1)—1/n=—1/[n(n+1)]<0, ezért szigoruan csokkend. Emellett a,>0, tehat alulrol
korlatos; ezért konvergens, és a hatarértéke 0.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A kulonbség el6jele gyors monotonitasi teszt.
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17.4. Exponencialis hanyados
Példa - Feladat

lim (52+2n)/(52—3n).

Megoldas: Osszunk 5m-nel: [1+(2/5)]/[1—(3/5)~]. Mivel |2/5|<1 és |3/5|<1, mindkét hatvany 0-hoz tart,
igy a hatarérték 1.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

Exponencidlis 6sszegekben gyakran a legnagyobb alap hatvanyaval érdemes osztani.

17.5. Pontos trigonometriai érték
Példa - Feladat

Szamitsd ki sin 75°-ot.

Megoldds: 75°=45°+30°. Az 0sszegképlet szerint sin75°=sin45°c0s30°+c0s45°sin30°=(v2/2)(V3/2)+(v2/2)
(1/2)=(V6+V2)/4.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A ,,pontos” eredmény gyokos alak; nem kell tizedesre kerekiteni.

17.6. Koszinusz-egyenlet
Példa - Feladat

0Oldd meg: cos x=—V2/2.

Megoldas: A referenciaszog m/4. A koszinusz negativ a II. és III. negyedben, ezért x=3m/4+2Kkm vagy
5m/4+2km, kKeZ.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

El6szor referenciaszog, utdna el6jel alapjan negyed.

17.7. Tangens-egyenlet
Példa - Feladat

Oldd meg: tan x=1.

Megoldas: tan(mt/4)=1. A tangens periodusa 7, ezért x=1/4+km, KEZ.
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Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A tangensnél nem 27, hanem 7t a periodus.

17.8. Masodfoku sin x-ben
Példa - Feladat

0ldd meg: 2sin?x—3sin x+1=0.

Megoldas: Legyen y=sin x. EKkor (2y—1)(y—1)=0, tehat y=1/2 vagy y=1. Vissza: sin x=1/2 = x=m/6+2kn
vagy 5m/6+2kr; sin x=1 = x=m/2+2kr.

Ezt jegyezd meg - Modszertani tanulsag

A segédvaltozd csak dtmeneti: a végén mindig vissza kell térni x-hez.

17.9. Vegyes mindésités
Példa - Feladat

an=(—2)". Konvergens? Korlatos? Monoton?

Megoldas: Nem korlatos, mert |an|=2"—. Nem konvergens. Nem monoton, mert az el6jel minden
1épésben valt.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

Harom kulon tulajdonsagrol van szo; mindegyiket kiillon indokoljuk.

17.10. Monoton konvergencia tétellel
Példa - Feladat

an=1—1/n. Bizonyitsd a konvergenciat.

Megoldas: an«1—an=1/[n(n+1)]>0, tehat novekvd. Minden n-re an<1, tehat feltilr6l korldtos. A monoton
konvergencia tétel miatt konvergens. Kozvetlentl lim a,=1.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A tétel a konvergencia létezését adja; a konkrét hatarértéket killon is kiszamolhatjuk.

17.11. Redukcio levezetése
Példa - Feladat
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Mutasd meg: cos(7/2—Xx)=sin X.

Megoldas: A killonbségképlet: cos(a—b)=cos a cos b+sin a sin b. a=1/2, b=x: cos(11/2)cos x+sin(m/2)sin
x=0-cos x+1-sin X=sin X.

Ezt jegyezd meg - Mddszertani tanulsag

A redukcios képletek nagy része az osszeg- és killonbségképletekbdl levezethet6.
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18. R1-R7 referencia-térkép - mit hol talalsz az egyesitett
jegyzetben?

Forraskod Téma Az R5-ben részletesen
R1-SOR-01/02 sorozat, megaddsi modok 1. fejezet + 0. jelolési alapok
R1-KONV-01, R1-EN-01/02 konvergencia, e-N 2-3. fejezet + 16.3-16.4
R1/R5/R6-KORL korlatossag 4. fejezet + 16.1-16.2
R1/R6-MON monotonitas 4. fejezet + 17.3,17.10
R2/R7-HAT hatarérték-szamitas 5-6. fejezet + 16.5-16.6
R5/R6-GEO geometriai sorozat 7. fejezet + 16.7
R3-TRIG-01..05 radidn, egységkor, redukcio 8-9. fejezet + 16.8-16.10
R4-TRIG-01..04 azonossagok, egyenletek 9-10. fejezet + 17.5-17.8

Ezt jegyezd meg - Miért van két helyen ugyanaz a téma?

A torzsfejezetek a nullarol tanulhato tananyagot adjak. A 16-18. fejezet az el6z6 orai jegyzetekkel
valo teljes megfeleltetést és a korabban kimaradt finom részleteket tartalmazza. Igy semmi nem
vész el az eredeti anyagbdl, de a tanuldsi sorrend tovabbra is kdvethetd.
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